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上节课：终止性 2 / 16

终止性证明的基础——良基关系
终止性证明的依据——秩函数
终止性证明的示例



本节课的内容 3 / 16

演绎程序验证：
部分正确性验证依赖合适的循环不变式
完全正确性验证依赖合适的秩函数

寻找合适的循环不变式和秩函数：
都是不可判定问题
演绎程序验证领域最富挑战性的问题

下面讨论手工推导循环不变式的一些策略
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1. 基本事实

2. 不变式增强
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为推导合适的循环不变式，首先从循环中提取一些明确的基本事实，
包括：
相关变量进入循环前的初始值
循环索引的边界值
循环索引是如何更新的
循环的进入条件
相关数组的边界范围

此外，还需要特别关注程序中与规约相关的一些事实
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int i = l;
while (i <= u)
{

if (a[i] == e) return 1;
i = i + 1;

}

基本事实：
初始值：i := l
循环条件：i ≤ u
循环索引更新：i := i + 1

基于上述观察，容易得到下面的推测：

l ≤ i ≤ u + 1

思考：这里为什么是 u + 1 而不是 u？
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i = |a| - 1;
while (i > 0){

j = 0;
while (j < i){

if (a[j] > a[j+1]){
t = a[j];
a[j] = a[j+1];
j = j + 1;
a[j] = t;

}
}
i = i - 1;

}

外循环：
初始值：i := |a| − 1

循环条件：i > 0

循环索引更新：i := i − 1

于是，可推测：

−1 ≤ i < |a|

思考：为什么 −1 ≤ i 而不是
0 ≤ i ？
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i = |a| - 1;
while (i > 0){

j = 0;
while (j < i){

if (a[j] > a[j+1]){
t = a[j];
a[j] = a[j+1];
j = j + 1;
a[j] = t;

}
}
i = i - 1;

}

内循环：
初始值：j := 0

循环条件：j < i
循环索引更新：j := j + 1

于是，可推测：

0 ≤ j ≤ i

注意 i 的值来自外层循环，有：
−1 ≤ i < |a|（外层不变式）
i > 0（外层循环进入条件）

所以

0 ≤ j ≤ i ∧ 0 < i < |a|



不变式增强
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一般而言，由基本事实推测得到的不变式还比较弱，很难直接用来
证明程序的正确性（使得规约的后置条件成立）

我们常常还需要从后置条件出发，通过计算最弱前置条件来对不变
式进行增强

1. 假设通过计算确定 γ 需要在程序某位置成立，但却不被当前循
环不变式所支持

2. 从该位置出发，至循环头或过程入口，计算 γ 的最弱前置条件
3. 尽可能泛化计算得到的结果
4. 重复第 2、3 步，直至得到一个满足要求的循环不变式
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int i = l;
while (i <= u)
{

if (a[i] == e) return 1;
i = i + 1;

}
return 0;

基于基本事实得到的循环不变式：

l ≤ i ≤ u + 1

该算法的后置条件：

rv = 1 ↔ ∃i. l ≤ i ≤ u ∧ a[i] = e
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考虑下面的基本路径：

{l ≤ i ≤ u + 1}
assume i > u;
rv := 0

{ψ : rv = 1 ↔ ∃j. l ≤ j ≤ u ∧ a[j] = e}

对应的验证条件为：

l ≤ i ≤ u + 1 ∧ i > u → ¬(∃j. l ≤ j ≤ u ∧ a[j] = e)

该式的前提与数组 a 无关，显然无法推导出结论
换言之，当前不变式不足以证明程序的后置条件
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考虑下面的基本路径：

{l ≤ i ≤ u + 1}
assume i > u;
rv := 0

{ψ : rv = 1 ↔ ∃j. l ≤ j ≤ u ∧ a[j] = e}

从后置条件出发，计算最弱前置条件，得到：

wp(assume i > u; rv := 0, ψ)

⇔ i > u → (∀j. l ≤ j ≤ u → a[j] 6= e)

该式可看作为在循环终止时，为了让后置条件成立而对循环不
变式的最低要求
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还需考虑下面的基本路径：

{l ≤ i ≤ u + 1}
c0 : assume i ≤ u;
c1 : assume a[i] 6= e;
c2 : i := i + 1;

{I : i > u → (∀j. l ≤ j ≤ u → a[j] 6= e)}
从上一步计算得到的公式出发，沿着这条基本路径继续向前计算最
弱前置条件：

wp(c0; c1; c2, I)
⇔ i ≤ u → (a[i] 6= e → I[i 7→ i + 1])

⇔ i ≤ u ∧ a[i] 6= e ∧ i + 1 > u → (∀j. l ≤ j ≤ u → a[j] 6= e)
⇔ i = u ∧ a[i] 6= e → (∀j. l ≤ j ≤ u → a[j] 6= e)
⇔ i = u ∧ a[i] 6= e → (∀j. l ≤ j < u → a[j] 6= e)
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至此，为保证后置条件成立，我们得到了两个在循环头必须成立的
公式：

i > u → (∀j. l ≤ j ≤ u → a[j] 6= e)
i = u ∧ a[i] 6= e → (∀j. l ≤ j < u → a[j] 6= e)

将上述两式泛化为：

∀j. l ≤ j < i → a[j] 6= e

于是，可以将循环不变式增强为：

l ≤ i ≤ u + 1 ∧ (∀j. l ≤ j < i → a[j] 6= e)

利用 SMT 求解器确认循环不变式
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程序的自动机表示
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