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下面的程序（其中 x, y, z 为整型变量）是否满足给定的前置-后置条
件对？

z = y + x;
assume x <= 25;
x = z * z - 2;
assume x < 0;
havoc x;
assume z * (y % 23) < -20;

φpre : y ≥ 1

φpost : y ≥ 45

根据基于执行的证明方法，任何一条从初始格局到错误格局的执行
都可以作为该程序不满足规约的证据。

需要注意的是，此程序有不止一个初始格局。
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l1

l2

l3

l4

l5

l6

l7

z := y + x

x ≤ −25

x := z ∗ z − 2

x < 0

havoc x

z ∗ (y mod 23) < −20

{x 7→ −25,

y 7→ 26,

z 7→ 1}

{x 7→ −25,

y 7→ 26,

z 7→ 1}

{x 7→ −25,

y 7→ 26,

z 7→ 1}

{x 7→ −1,

y 7→ 26,

z 7→ 1}

{x 7→ −1,

y 7→ 26,

z 7→ 1}

{x 7→ 1337,

y 7→ 26,

z 7→ 1}

{x 7→ −25,

y 7→ 2,

z 7→ 1}

{x 7→ −25,

y 7→ 2,

z 7→ −23}

{x 7→ −25,

y 7→ 2,

z 7→ −23}

{x 7→ 527,

y 7→ 2,

z 7→ −23}

{x 7→ 3,

y 7→ 2,

z 7→ 1}

{x 7→ 3,

y 7→ 2,

z 7→ 5}
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在上面的方法中，每次只计算程序的一个格局
对于每一条执行，都需要从初始格局出发，依次计算经过每一
条语句得到的可达格局。
为了找到一条出错的执行，在最坏情况下我们可能需要考虑程
序的所有执行，计算出程序所有可达格局的集合。
这显然是一种极其低效的方法，并且在程序包含无数条执行的
情况下，可能不终止。

能否一次计算程序的多个格局？
以逻辑公式代表在特定位置上的程序状态集合
计算经过每一条语句后的所有可达格局集合



最强后置条件定义
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φ sp(φ, st)

s s′
st

给定一阶逻辑公式 φ 和程序语句 st，最强后置条件 sp(φ, st) 是满
足以下条件的一阶逻辑公式：

∀s |= φ，从 s 出发执行语句 st 终止，则执行后到达的状态 s′
满足 sp(φ, st);
∀s |= sp(φ, st)，一定存在一个满足 φ 的前状态 s0，使得从 s0
出发执行语句 st 得到 s。
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定义 (复习：后像)
设 R 是定义在集合 X 上的一个二元关系，Y ⊆ X 是 X 的一个子
集，Y 关于 R 的后像（post-image）定义为：

post(Y,R) ::= {x ∈ X |存在 y ∈ Y 使得 (y, x) ∈ R}

定义
给定一阶逻辑公式 φ 和程序语句 st，最强后置条件 sp(φ, st) 是程
序状态集合 {φ} 关于二元关系 [[st]] 的后像，即：

{sp(φ, st)} = post({φ}, [[st]])

注意：
从满足 φ 的状态出发执行 st，如果执行不终止，没有后像；只
有在执行终止时，才有后像，并且后状态一定满足 sp(φ, st)。
如果 st 对所有满足 φ 的状态都不终止，即 post({φ}, [[st]]) = ∅，
则对应的最强后置条件也为空。
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定义 (语义蕴涵)
给定两个一阶逻辑公式 φ 和 ψ，如果对任意解释M 和任意赋值 ρ，
只要 [[φ]]M,ρ 为真，[[ψ]]M,ρ 就必为真，就称 φ 语义蕴涵（implies）
ψ，或称 ψ 是 φ 的有效推论（consequence），记为 φ⇒ ψ。

定理
φ⇒ ψ 当且仅当 {φ} ⊆ {ψ}，即

{s | s |= φ} ⊆ {s | s |= ψ}
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定义 (有效的霍尔三元组)
给定程序 st 及其前置条件 φ 和后置条件 ψ，如果

post({φ}, [[st]]) ⊆ {ψ}

成立，则称程序 st 满足规约 (φ,ψ)，记作 st |= (φ,ψ)；也称霍尔三
元组 {φ} st {ψ} 是有效式，记作 |= {φ} st {ψ}。

定理
程序 st 满足规约 (φ,ψ) 的充要条件是：sp(φ, st) ⇒ ψ



最强后置条件计算
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定理 (空语句的最强后置条件)

sp(φ, skip) ⇔ φ

定理 (赋值语句的最强后置条件)

sp(φ, x := e) ⇔ ∃x0. x = e[x 7→ x0] ∧ φ[x 7→ x0]

注意：sp(φ, x := e) 在执行语句之后的后状态上考查，设前状态上 x
的值为 x0，则显然 x = e[x 7→ x0] 和 φ[x 7→ x0] 都成立。

定理 (havoc 语句的最强后置条件)

sp(φ, havoc x) ⇔ ∃x. φ
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定理
如果项 t 中不含变量 x，则下面两个公式语义等价：

(∃x. φ ∧ x = t) ⇔ φ[x 7→ t]

例

∃x0. x0 mod 2 = 0 ∧ x = x0 + 1

⇔ ∃x0. x0 mod 2 = 0 ∧ x0 = x − 1

⇔ (x − 1) mod 2 = 0



例
令 x, x̂ 为两个整型变量

∃x̂. a[x̂] = 23 ∧ x = 2 · x̂
⇔ ∃x̂. a[x̂] = 23 ∧ x̂ = x div 2 ∧ x mod 2 = 0

⇔ a[x div 2] = 23 ∧ x mod 2 = 0

例
令 x, x̂, y 为三个实数类型变量

∃x̂. a[x̂] = 23 ∧ x = y · x̂
⇔ ∃x̂. a[x̂] = 23 ∧ x = y · x̂ ∧ y 6= 0

∨ a[x̂] = 23 ∧ x = y · x̂ ∧ y = 0

⇔ a
[

x
y

]
= 23 ∧ y 6= 0

∨ (∃x̂. a[x̂] = 23) ∧ x = 0 ∧ y = 0
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定理
如果项 t 中不含变量 x，则下列两个公式语义等价：

(∀x. φ ∨ x 6= t) ⇔ φ[x 7→ t]
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定理 (假设语句的最强后置条件)

sp(φ, assume p) ⇔ φ ∧ p

证明.

{sp(φ, assume p)}
= post({φ}, [[assume p]])
= {s′ | ∃s ∈ {φ} ∧ (s, s′) ∈ [[assume p]]}
= {s′ | ∃s ∈ {φ} ∧ s = s′ ∧ s′ ∈ {p}}
= {φ ∧ p}
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定理 (顺序组合语句的最强后置条件)

sp(φ, st1; st2) ⇔ sp(sp(φ, st1), st2)

证明.

sp(φ, st1; st2)
= post({φ}, [[st1; st2]])
= {s′′ | ∃s ∈ {φ} ∧ (s, s′′) ∈ [[st1; st2]]}
= {s′′ | ∃s∃s′. s ∈ {φ} ∧ (s, s′) ∈ [[st1]] ∧ (s′, s′′) ∈ [[st2]]}
= {s′′ | ∃s′ ∈ sp({φ}, st1) ∧ (s′, s′′) ∈ [[st2]]}
= sp(sp(φ, st1), st2)
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例 (计算 sp(i ≥ n, i := i + k))

sp(i ≥ n, i := i + k)
⇔ ∃i0. i = i0 + k ∧ i0 ≥ n
⇔ i − k ≥ n

例 (计算 sp(i ≥ n, assume k ≥ 0; i := i + k))

sp(i ≥ n, assume k ≥ 0; i := i + k)
⇔ sp(sp(i ≥ n, assume k ≥ 0), i := i + k)
⇔ sp(k ≥ 0 ∧ i ≥ n, i := i + k)
⇔ ∃i0. i = i0 + k ∧ k ≥ 0 ∧ i0 ≥ n
⇔ k ≥ 0 ∧ i − k ≥ n
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定理 (分支语句的最强后置条件)

sp(φ, if (p) {st1} else {st2}) ⇔ sp(φ ∧ p, st1) ∨ sp(φ ∧ ¬p, st2)

引理

sp(φ1 ∨ φ2, st) = sp(φ1, st) ∨ sp(φ2, st)

证明.
基于上面的引理，根据 φ⇔ (φ ∧ p) ∨ (φ ∧ ¬p) 证明分支语句的最
强后置条件定理。
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注意：
while (p) {st} ≡ (assume p; st)∗; assume ¬p

定理 (循环语句的最强后置条件)

sp(φ,while (p) {st}) ⇔
∨
i∈N

sp
(
spi(φ, assume p; st), assume ¬p

)
证明.

{sp(φ, (assume p; st)∗)} =
∨
i∈N

sp(φ, (assume p; st)i)

=
∨
i∈N

spi(φ, (assume p; st))

{sp(φ,while (p) {st})} = sp(sp(φ, (assume p; st)∗), assume ¬p)

=
∨
i∈N

sp(spi(φ, assume p; st), assume ¬p)
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循环语句的最强后置条件一般无法直接计算。但对于一些特殊循环，
有可能利用前面的定理计算其最强后置条件。

例

sp(i = 0, while (x){i := i + 1; havoc x})

⇔
∨
k∈N

sp(spk(i = 0, assume x; i := i + 1; havoc x), assume ¬x)

⇔ sp(i = 0, assume ¬x) ∨ sp(i = 1, assume ¬x) ∨ . . .
⇔ ¬x ∧ i ≥ 0



验证条件
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{φ} st1; . . . ; stn {ψ}

用 wp 表示的验证条件：

φ⇒ wp(st1; . . . ; stn, ψ)

用 sp 表示的验证条件：

sp(φ, st1; . . . ; stn) ⇒ ψ
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下面的程序（其中 x, y, z 为整型变量）是否满足给定的前置-后置条
件对？

z = y + x;
assume x <= 25;
x = z * z - 2;
assume x < 0;
havoc x;
assume z * (y % 23) < -20;

φpre : y ≥ 1

φpost : y ≥ 45
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l1

l2

l3

l4

l5

l6

l7

⇒ y ≥ 45?

z := y + x

x ≤ −25

x := z ∗ z − 2

x < 0

havoc x

z ∗ (y mod 23) < −20

y ≥ 1

y ≥ 1

∧ z = y + x

y ≥ 1

∧ z = y + x
∧ x ≤ −25

y ≥ 1

∧ x = z2 − 2

∧ z − y ≤ −25

y ≥ 1 ∧ x < 0

∧ x = z2 − 2

∧ z − y ≤ −25

y ≥ 1

∧ −1 ≤ z ∧ z ≤ 1

∧ z − y ≤ −25

z = −1 ∧ y ≥ 24

∧ (y mod 23) > 20
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最强后置条件定义
量词消去
最强后置条件计算
基于最强后置条件的程序验证
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基于循环展开的自动程序验证
基于抽象的自动程序验证



谢谢!


